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1 导言

1 导言

逻辑学几样重要的组成部分：形式语言、模型、语义、推理系统。我们可以研究它

们的元性质：可靠性、完全性等。

图 1: 原始图景

1.1 形式语言

给定一个符号集合 S = A,B.C,D, ¨ ¨ ¨，令形式语言 Lall 为包含所有形如下面这一

类句子 (X,Y P S) 的集合：

• All X are Y.

这里一个“语言”是符合上述“语法”的句子 (公式) 的集合。严格来说应该叫 LSall，因为它

依赖于 S。

我们将没前提的规则叫公理，这两个组成的推理系统叫做 Sysall。

给定前提集 Γ，Γ $ φô 存在一个有穷推理树使得“树根”是 φ，且所有的叶子都在

Γ 中出现或是公理，树枝靠规则“连接”。

Γ $ φô 存在以 φ 结尾的有穷序列使得序列里的句子

• 或者是公理

• 或者在 Γ 中
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1.2 形式语义 1 导言

• 或者由前面已有的应用系统内的规则得到。

Γ $ φ 也叫语法后承，因为和语义无关，只是套形式规则得到，也可以说 Γ 语形的推出

φ。

前提集为空的推演很多时候叫做 (这个系统内的) 证明，证明出的句子叫内定理。

1.2 形式语义

一个 LSall 的模型M 由两部分组成 M = xO, Iy:

• O 是一个集合

• I : S Ñ P(O) 是一个解释函数，将 S 中的符号解释成 O 的子集。

句子在模型上为真 (M 满足 All X are Y) 定义为

M |ù All X are Y ô I(X) Ď I(Y ) (1)

如果对每个 φ P Γ，M |ù φ，则记 M |ù Γ。

定义 Γ |ù φô 对任意模型 M，如果 M |ù Γ，则 M |ù φ。这时称 φ 是 Γ 的语义

后承：任何情况下 Γ 里的都真则 φ 也真。从 Γ 得到 φ 的推理是有效的，可以理解成语

义上的推出。

1.3 可靠性与完全性

可靠性：对任意在 Lall 中的 Γ 和 φ，如果 Γ $ φ 则 Γ |ù φ，即能推出来的都是靠

谱的。

完全性：对任意在 Lall 中的 Γ 和 φ，如果 Γ |ù φ 则 Γ $ φ，即能靠谱的的都能推

出来。
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2 (经典) 命题逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

2 (经典) 命题逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

2.1 语言

2.1.1 内容与形式

推理由作为前提的一组陈述句和作为结论的一个陈述句组成。一个推理可以因形

式而正确，也可以因内容而正确。

连词标记和表达了一个陈述句的命题逻辑形式。我们把连词抽象出来，统称为命题

联结词，并且引入命题联结词符号。

中文连词 命题联结词 命题联结词符号

并且 合取 ^

或者 析取 _

如果 ¨ ¨ ¨ 那么 ¨ ¨ ¨ 蕴含 Ñ

并非 否定 ␣

当且仅当 等价 Ø

表 1: 命题联结词

2.1.2 命题逻辑的形式语言

命题逻辑的形式语言的初始符号由以下 3 部分组成 (假设这 3 部分没有公共的元

素)：

• 命题联结词符号：␣,^,_,Ñ

• 命题字母：p0, p1, p2, ¨ ¨ ¨

• 技术符号 (括号)：(, )

定义公式为

• 每个命题字母都是一个公式

• 如果 φ 和 ψ 都是公式，则 (φ^ ψ)、(φ_ ψ)、(φÑ ψ) 和 ␣φ 都是公式

有穷次使用以上规则得到的符号串是公式。

结构归纳法的套路：要证“对于任意一个公式 φ，都有性质 P ”，只需要证明

• 每个命题字母都有性质 P

• 如果 φ 和 ψ 都有性质 P，则 (φ^ ψ)、(φ_ ψ)、(φÑ ψ) 和 ␣φ 也都有性质 P
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2.2 语义 2 (经典) 命题逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

2.2 语义

2.2.1 真与假

一般来说，陈述句所表述的内容是命题，命题有真假。我们的理论假设有二值原理

和组合原理。

二值原理：真值有且仅有两个，真和假。每个命题具有且只具有这两个真值的其中

一个。

组合原理：如果一个命题由其他命题组成，则它的真假组成它的命题的真假以及这

些命题的组合方式唯一确定。

P 并非 P

F T
T F

表 2: 否定的真值条件

P Q P 并且 Q

F F F
F T F
T F F
T T T

表 3: 合取的真值条件

从真值来看，“P 并且 Q”和“Q 并且 P”是一样的；但从其他语义性质来看，特别是

从意义来看，“P 并且 Q”和“Q 并且 P”未必是一样的。

P Q P 或者 Q

F F F
F T T
T F T
T T T

表 4: 析取的真值条件

此处定义的析取也称为“相容析取”；加上否定和合取，可以定义“不相容析取”。

形如“如果 P 那么 Q”的陈述句一般称为条件句，其中 P 称为前件，Q 称为后件。

下表中对“如果 P 那么 Q”的理解一般称为实质蕴含。
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2.2 语义 2 (经典) 命题逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

P Q 如果 P 那么 Q

F F T
F T T
T F F
T T T

表 5: (实质) 蕴含的真值条件

考虑两种情况，合称为实质蕴涵怪论：

• 已知 P 为假，则“如果 P 那么 Q”为真，通常称为空洞为真。

• 已知 Q 为真，则“如果 P 那么 Q”为真。

现代模态逻辑的产生源自于 C.I.Lewis 解决实质蕴含怪论的尝试。

2.2.2 命题逻辑的形式语义

一个赋值是一个从公式集到集合 tT, F u 的函数，使得下表中的条件都成立：

V (φ) ñ V (␣φ)

T F
F T

V (φ) V (ψ) ñ V (φ^ ψ) V (φ_ ψ) V (φÑ ψ)

T T T T T
T F F T F
F T F T T
F F F F T

表 6: 赋值的条件

令 V 为任意赋值，V 有两个特点

• 命题字母在 V 下的函数值，即 V (p0), V (p1), ¨ ¨ ¨，唯一决定了 (整个函数)V。

• 对任意公式 φ，V (φ) 由出现在它里面的命题字母在 V 之下的函数值决定，与不

出现在它里面的命题字母在 V 之下的函数值无关。

下面是一些定义。

• φ 在 V 上为真，或 V 满足 φ，如果 V (φ) = T。

• V 满足 Γ，如果 V (φ) = T 对每个 φ P Γ 都成立。
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2.2 语义 2 (经典) 命题逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

• φ 是 Γ 的一个语义后承，记为 Γ |ù φ，如果对任意赋值 V，若 V 满足 Γ，则 V

满足 φ。

• φ 是一个 (命题) 有效式，或称重言式，如果 H |ù φ，即 V (φ) = T 对任意赋值

V 成立。

• φ 与 ψ 逻辑等价，记为 φ ” ψ，如果 tφu |ù ψ 且 tψu |ù φ。

下面是一些重要的逻辑等价关系

• 幂等率 (φ^ φ) ” φ ，(φ_ φ) ” φ

• 交换率 (φ^ ψ) ” (ψ ^ φ)，(φ_ ψ) ” (ψ _ φ)

• 结合率 (φ^ (ψ ^ χ)) ” ((φ^ ψ)^ χ)，(φ_ (ψ _ χ)) ” ((φ_ ψ)_ χ)

• 吸收率 (φ^ (φ_ ψ)) ” φ，(φ_ (φ^ ψ)) ” φ

• 分配律 (φ^ (ψ _ χ)) ” ((φ^ ψ)_ (φ^ χ))，(φ_ (ψ ^ χ)) ” ((φ_ ψ)^ (φ_ χ))

• (无) 矛盾律和排中律 ␣(φ^␣φ) 和 (φ_␣φ) 都是重言式

• 双重否定律 ␣␣φ ” φ

• 德·摩根律 ␣(φ^ ψ) ” (␣φ_␣ψ)，␣(φ_ ψ) ” (␣φ^␣ψ)

紧致性定理：对任意公式集 Γ，以下是等价的

• 存在一个赋值满足 Γ

• 对于 Γ 的每一个有穷子集，都存在一个赋值满足它。
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3 (经典) 命题逻辑理论 (下)：自然演绎系统，可靠性完全性定理与希尔伯特式证
明系统

3 (经典) 命题逻辑理论 (下)：自然演绎系统，可靠性完全
性定理与希尔伯特式证明系统

3.1 系统——命题逻辑自然演绎

下面介绍命题逻辑的一个形式系统，称为命题逻辑自然演绎系统。

自然演绎系统的核心概念是推演。这套规则同时定语了关于推演的三个重要概念：

用到的前提、结论和高度。特别地，一个推演可以有多个用到的前提，但有且只有一个

结论。我们用记号 D
φ

表示一个结论为 φ 推演，h(D) 表示 D 的高度。

经典命题逻辑的自然演绎系统一共有 9 条规则。规则 (A) 告诉我们什么事最简单

的推演。

规则 (A)：如果 φ 是一个公式，则 φ 或者写成 φ
φ
(A) 是一个推演。它用到的前提是

φ，结论是 φ，高度为 0。
合取引入规则 (^I)：如果 φ 和 ψ 是两个公式，并且 D1

φ
和 D2

ψ
都是推演，那么以

下是一个推演：

D1

φ

D2

ψ
(^I)

(φ^ ψ)

它用到的前提是 D1 用到的前提以及 D2 的用到的前提，结论是 (φ ^ ψ)，高度为

max(h(D1), h(D2)) + 1。

合取消去规则 (^E)：如果 φ 和 ψ 是两个公式，并且 D
φ^ψ

是推演，那么以下都是

推演：

D
(φ^ ψ)

(^E)φ

D
(φ^ ψ)

(^E)
ψ

它们用到的前提是 D 的用到的前提，结论分别是 φ 和 ψ，高度为 h(D) + 1。

析取引入规则 (_I)：如果 φ 和 ψ 是两个公式，并且 D
φ

是推演，那么以下是一个

推演：

D
φ

(_I)
(φ_ ψ)

它用到的前提是 D 的用到的前提，结论是 (φ_ ψ)，高度为 h(D) + 1。如果 φ 和 ψ 是

两个公式，并且 D
ψ

是推演，那么以下也是一个推演：
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3.1 系统——命题逻辑自然演绎
3 (经典) 命题逻辑理论 (下)：自然演绎系统，可靠性完全性定理与希尔伯特式证

明系统

D
ψ

(_I)
(φ_ ψ)

它用到的前提是 D 的用到的前提，结论是 (φ_ ψ)，高度为 h(D) + 1。

蕴含消去规则 (Ñ E)：如果 φ 和 ψ 是两个公式，并且 D1

φ
和 D2

�φÑψ� 都是推演，那

么以下是一个推演：

D1

φ

D2

(φÑ ψ)
(Ñ E)

ψ

它用到的前提是 D1 和 D2 的用到的前提，结论是 ψ，高度为 maxth(D1), h(D2)u+ 1。

在推演中，我们用方括号标示假设。令 D
φ

表示一个推演，用
[φ]
D
ψ

表示在推演 D
ψ

中

将所有由规则 (A) 引入的 φ 换成 [φ] 的结果。

注意：
[φ]
D
ψ

不一定是一个推演。

规则 (Ñ I)：如果 φ 和 ψ 是两个公式，并且
[φ]
D
ψ

是推演，那么以下是一个推演：

[φ]

D
ψ

(Ñ I)
(φÑ ψ)

它用到的前提是 D 的用到的前提，结论是 (φÑ ψ)，高度为 h(D) + 1。

规则 (␣I)：如果 D
ψ

和 D1

␣ψ
都是推演，那么以下是一个推演：

[φ]

D
ψ

[φ]

D1

␣ψ
(␣I)␣φ

它用到的前提是除去 φ 以外，D 用到的前提和 D1 的用到的前提，结论是 ␣φ，高度为

maxth(D), h(D1)u+ 1。

规则 (RAA)：如果 D
ψ

和 D1

␣ψ
都是推演，那么以下是一个推演：

[␣φ]

D
ψ

[␣φ]

D1

␣ψ (RAA)φ

它用到的前提是除去 ␣φ 以外，D 用到的前提和 D1 的用到的前提，结论是 φ，高度为

maxth(D), h(D1)u+ 1。(直觉主义逻辑没有这一条规则)
规则 (_E)：如果 φ 和 ψ 都是公式，并且 D1

(φ_ψ)
、D2

χ
和 D3

χ
都是推演，那么以下是

一个推演：

D1

(φ_ ψ)
D2

χ
D3

χ
(_E)χ
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3.2 可靠性定理与完全性定理
3 (经典) 命题逻辑理论 (下)：自然演绎系统，可靠性完全性定理与希尔伯特式证

明系统

它用到的前提是 D1 用到的前提，除去 φ 以外 D2 用到的前提和除去 ψ 以外 D3 的用

到的前提，结论是 χ，高度为 maxth(D1), h(D2), h(D3)u+ 1。

令 Γ 是一个公式集且 φ 是一个公式。

• φ 是 Γ(在自然演绎系统中的) 语形后承，记为 Γ $ND φ，如果存在一个推演使得

它的用到的前提都属于 Γ，结论是 φ。

• φ 是 (自然演绎系统中) 可证的，如果 H $ND φ。

• Γ 是 (自然演绎系统中) 一致的，如果不存在一个公式 ψ 使得 Γ $ND ψ 和 Γ $ND

␣ψ 都成立。

3.2 可靠性定理与完全性定理

(强) 可靠性定理：对于任意公式集 Γ 和公式 φ，如果 Γ $ND φ，则 Γ |ù φ。

(强) 完全性定理：对于任意公式集 Γ 和公式 φ，如果 Γ |ù φ，则 Γ $ND φ。

(弱) 完全性定理：对于任意公式 φ，如果 H |ù φ，则 H $ND φ。

3.3 希尔伯特式证明系统

12



4 命题逻辑应用

4 命题逻辑应用

4.1 自然语言中的命题逻辑

自然语言中关于析取的一大困难是区分其相容析取和不相容析取的含义。这也涉

及“语义”和“语用”之间的分界问题。我们可以引入异或 ‘ 对应不相容的“或者”。

φ ψ φ‘ ψ

1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

表 7: 异或的真值条件

一种流行的观点是汉语中的“要么⋯要么⋯”表达的是不相容析取。φ‘ψ 与 ␣φÑ ψ

不等价。

“φ 除非 ψ”等价于“φ^ ψ”等价于“␣ψ Ñ φ”。

4.2 可满足性问题

定理 4.1. 对任何一张有穷平面地图，我们都能将其中所有区域染成 4 种颜色之一使得
相邻区域颜色不同。

定理 4.2. 对任意图 (可以无穷)，如果它的每一个有穷部分都能被 n 染色，则整个图也

可以被 n 染色。

4.3 真值函数完全性和插值定理

一组命题联结词是真值函数完全的 ô 任何一个真值函数都能用一个只使用这一组

命题联结词的命题逻辑公式表达。

可以观察到 t␣,^,_u, t␣,^u, t␣,_u, t␣,Ñu都是真值函数完全的，t␣,Øu, t^,_,Ñ

,Øu 不是真值函数完全的。

定理 4.3. NAND 自身是真值函数完全的。

φ ψ φ Ò ψ

T T F
T F T
F T T
F F T

表 8: 与非的真值条件
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4.4 通往模态逻辑 4 命题逻辑应用

φ Ò φ 表示否定，(φ Ò φ) Ò (ψ Ò ψ) 表示合取。

令 Prop(φ) 为 φ 中所有的命题字母的集合。

定理 4.4. 如果 Prop(φ) X Prop(ψ) = H，则 φ Ñ ψ 只会平凡地有效 (是重言式)：如
果 φÑ ψ 有效，那么要么 φ 是矛盾式，要么 ψ 是重言式。

定理 4.5 (插值定理). 如果 φ $ ψ，那么一定存在一个公式 χ，使得

• Prop(χ) Ă Prop(φ)X Prop(ψ)

• φ $ χ

• χ $ ψ

4.4 通往模态逻辑

tφ1, φ2, ¨ ¨ ¨ u |ù很有可能 ψ：如果每一个 φi 都很有可能，则 ψ 也很有可能。

重言式都很有可能。如果 tφu |ù ψ，则 φ |ù很有可能 ψ。
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5 模态逻辑

5 模态逻辑

C.I.Lewis 提出“严格蕴含”(p J q)：不可能 (p 真而 q 假)。这等价于必然 (p 真则 q

真)，必然 (pÑ q)。

(pÑ q)_ (q Ñ p) 是重言式，␣(pÑ q)_␣(q Ñ p) 是矛盾式。如果把充分必要条

件理解成严格蕴含，(p J q)_ (q J p) 直观上就不有效了。这就引出了模态逻辑。

5.1 模态逻辑的形式语言

• 小写字母 p, q ¨ ¨ ¨ 是命题逻辑语言中的原子公式

• 如果 φ 和 ψ 都是公式，则 (φ^ ψ)、(φ_ ψ)、(φÑ ψ)、␣φ 都是公式

• 如果 φ 是一个公式，则 lφ 和 ♢φ 都是公式

• 如果一串符号不能通过上面的规则生成，则它不是公式

l 在基本的模态逻辑中代表“必然”、“永远”、“知道”、“必须”等。不同领域也会把 l 写成

Ki(i的知识)、G(永远) 等。♢ 分代表“可能”、“有时”、“允许”等。

l 和 ♢ 的真值不完全由 φ 的真值决定，不是命题逻辑词。

5.2 模态逻辑的形式语义

一个克里普克模型 M 由三部分组成 xW,R, V y:

• W 是一个非空集合 (一堆可能世界或者可能的状态)

• R 是 W 上的一个可达关系 (wRv 表示如果现实世界是 w，那么 v 是它的一个可

能的替代世界)

• V : W Ñ P(P ) 确定可能世界上哪些基本命题为真哪些为假。换句话说，V 给每

个世界一个真值表。

满足关系 |ù 定义在点模型 M, w(模型 + 一个“真实世界”) 上，只有在确定一个世界后

才能确定所有公式的真假：

M, w |ù J ô永真

M, w |ù pô p P V (w)

M, w |ù ␣φôM, w ­|ù φ

M, w |ù (φ^ ψ)ôM, w |ù φ 且 M, w |ù ψ

M, w |ù lφô @v P W,wRv ñM, v |ù φ

表 9: 满足关系

15



5.3 模态逻辑们的希尔伯特公理系统 5 模态逻辑

框架：没有赋值函数 V 的模型 xW,Ry(模型的骨架)。我们希望逻辑真理与基本命

题的内容无关，所以可以考虑框架上有效的公式。记 F 为框架，C 为某些框架的类。

记法 定义 说法

M, w |ù φ φ 在点模型 M, w 上为真

M |ù φ 对所有 w : M, w |ù φ φ 在模型 M 上有效

F , w |ù φ 对所有 V : F , V, w |ù φ φ 在点模型 F , w 上为真

F |ù φ 对所有 V,w : F , V, w |ù φ φ 在框架 F 上有效

C |ù φ 对所有 C 中的框架 F : F |ù φ φ 在 C 上有效

|ù φ 对所有框架 F |ù φ φ 有效

表 10: 框架

令 φ J ψ 为 l(φÑ ψ)，实质蕴涵怪论对严格蕴含不成立。

我们会考虑具有特定性质的模型和框架。我们称 φ 对应于框架性质 X，如果任意

框架 F：φ 在框架 F 上有效 ðñ F 有性质 X。

公式 框架性质

lpÑ p 自反性：@xRxx

␣lK 持续性：@xDyRxy

pÑ l♢p 对称性：@x@y(Rxy Ñ Ryx)

lpÑ llp 传递性：@x@y@z(Rxy ^Ryz Ñ Rxz)

♢pÑ ♢♢p 稠密性：@x@y@z(Rxy Ñ Dz(Rxz ^Rzy))

♢lpÑ l♢p 合流性：@x@y(Rxy ^Rxz Ñ Dt(Ryt^Rzt))

l(lpÑ p)Ñ lp 传递且没有无穷下降链

表 11: 数学性质与框架有效性的对应

5.3 模态逻辑们的希尔伯特公理系统

5.4 模态逻辑的元定理

定义语义上的后承关系：Γ |ù φô对所有点模型 M, w 如果 M, w |ù Γ 则 M, w |ù

φ。

我们可以证明对基本 K 系统的可靠性和完全性：

Γ $K φðñ Γ |ù φ (2)

5.5 举例：知识逻辑

给定命题字母的集合 P，主体集 Ag:

16



5.5 举例：知识逻辑 5 模态逻辑

• 小写英文字母 p, q ¨ ¨ ¨ P P 是命题逻辑语言中的原子公式

• 如果 φ 和 ψ 都是公式，则 (φ^ ψ)、(φ_ ψ)、(φÑ ψ)、␣φ 都是公式

• 如果 φ 是公式，则 Kiφ 也是公式，其中 i P Ag。

• 如果一串符号不能通过上面的规则生成，则它不是公式

Kiφ 代表 i 知道 φ 为真。把 Ki 换成 Bi 就是信念逻辑的语言。

无知：Iiφ := ␣Kiφ^␣Ki␣φ。

下面介绍理想化的知识推理系统 S5(对自反传递对称的框架类可靠完全)

公理模式 推理规则

TAUT 命题重言式 MP φ,φÑψ
ψ

K Ki(φÑ ψ)Ñ (KiφÑ Kiψ) NEC φ
Kiφ

T KiφÑ φ

4 KiφÑ KiKiφ

5 ␣KiφÑ Ki␣Kiφ

表 12: S5

• 4，5：正负自省公理

• T：理想的知识应该是真的

下面是信念逻辑的常用系统 KD45(对持续传递欧性的框架类完全)

公理模式 推理规则

TAUT 命题重言式 MP φ,φÑψ
ψ

K Bi(φÑ ψ)Ñ (BiφÑ Biψ) NEC φ
Biφ

D ␣BiK
4 BiφÑ BiBiφ
5 ␣BiφÑ Bi␣Biφ

表 13: KD45

信念系统放弃了 T 公理，但是要求信念至少是一致的：你不能相信矛盾。
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6 一阶逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

6 一阶逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

6.1 语言

6.1.1 简单句

简单句由名字和谓词两部分组成。名字指称个体，谓词表达单个个体的性质或者个

体之间的关系。

在数学中，名字有三类：变元、专名、限定摹状词。

谓词是一个有空位的表达式，在表达式中填入名字后就变成一个简单句。表示等同

关系的谓词称为等词。

令 A 是一个集合，一个 A 上的 n 元关系 R 是 An 的一个子集：a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an 具有

该关系 ô (a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an) P R。特别地，A 的一个子集是 A 上的一个一元关系，通常称

为一个性质。

6.1.2 一阶逻辑的形式语言

每个一阶逻辑形式语言都会有以下符号：

• 个体变元：x0, x1, x2, ¨ ¨ ¨

• 等词符号： .
=

• 命题联结词符号：␣,^,_,Ñ

• 量词符号：@, D

• 技术符号：(，)，,

不同的一阶逻辑形式语言，以下符号，称为非逻辑符号，会有不同：

• 常元符号

• 函数符号

• 关系符号

给出一个一阶逻辑形式语言 L，就是给出 L 中的常元符号 (可以没有)、函数符号 (可以

没有) 及其元数、关系符号 (可以没有) 及其元数。

令 L 是一个一阶逻辑形式语言。在 L 中，用于指称个体的符号串称为 L-项。

• 每一个个体变元都是一个 L-项。

• 每一个常元变元都是一个 L-项。
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6.2 语义 6 一阶逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

• 如果 F 是 L 中的 n 元函数符号，t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn 是 n 个 L-项，则 F (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn)

是一个 L-项。

有穷次使用以上规则得到的符号串是 L-项。

在 L 中，表达简单句的符号串称为原子 L-公式。

• 如果 R是 L 中的一个 n元关系符号，t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn 是 n个 L-项，则 R(t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn)

是一个原子 L-公式。

• 如果 t1 和 t2 是两个 L-项，则 t1
.
= t2 是一个原子 L-公式。

• 如果一串符号不能通过上面的规则生成，则它不是原子 L-公式。

L-公式就是符合“语法”的符号串。

• 每一个原子 L-公式都是 (最简单的)L-公式。

• 如果 φ 和 ψ 都是 L-公式，则 (φ^ ψ)、(φ_ ψ)、(φÑ ψ)、␣φ 都是 L-公式。

• 如果 φ 是一个 L-公式，x 是一个个体变元，则 @xφ 和 Dxφ 都是 L-公式。

有穷次使用以上规则得到的符号串是 L-公式。

令 φ 是一个 L-公式，如果 L-公式 @xψ(或者 Dxψ) 是 φ 的一部分，则称 ψ 是量词

@x(或者 Dx) 在 φ 中的这次出现的辖域。一个个体变元 x 在一个 L-公式 φ 中的一次出

现是约束出现，如果它的这次出现位于量词符号的后面或者位于 φ 中某个量词 @x 或

者 Dx 的辖域内。一个个体变元 x 在一个 L-公式 φ 中的一次出现是自由出现，如果它

的这次出现不是约束出现。一个个体变元 x 是一个 L-公式 φ 的自由变元，如果它在 φ

中至少有一次自由出现；反之，如果它在 φ 中没有自由出现 (包括没出现)，则称 x 是

φ 的约束变元。

一个 L-公式 φ 是一个 L-语句，如果 φ 没有自由变元。

6.2 语义

6.2.1 原子公式的语义

一个 L-结构 A 包含以下信息：

• 一个非空集合 A，涉及的所有个体都在这个集合中，这个集合称为论域。

• 对于每一个 L 中的常元符号 c，指出 A 的一个元素 cA 作为 c 的解释。

• 对于每一个 L 中的 n 元函数符号 F，指出 A 的一个 n 元函数 FA 作为 F 的解

释。
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6.3 量词的语义 6 一阶逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

• 对于每一个 L 中的 n 元关系符号 R，指出 A 的一个 n 元关系 RA 作为 R 的解

释。

一个 L-结构直观上是一个世界。

令 A 是一个 L-结构，一个 A 上的指派是一个从集合 tx0, x1, ¨ ¨ ¨ u 到 A 的论域 A

的函数。给定一个指派 ν，每一个 L-项都 (在 A 和 ν 之下) 指称一个元素：

• 常元符号 c 指称 cA

• 个体变元 x 指称 ν(x)

• 对于一个 n 元函数符号 F 和 n 个 L-项 t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn，如果 t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn 分别指称

A 中的元素 a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an，则 F (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn) 指称 FA(a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an)。

给定一个 L-结构 A 和一个指派 ν，每一个 L-公式都有了真值。记 A, ν |ù φ 表示

A 和 ν 满足 φ。

• A, ν |ù R(t1, ¨ ¨ ¨ , tn)ô a1, ¨ ¨ ¨ , an 具有 RA 关系，其中 t1, ¨ ¨ ¨ , tn 分别指称 A 中的

元素 a1, ¨ ¨ ¨ , an。

• A, ν |ù t1
.
= t2 ô a1 和 a2 具有等同关系，其中 a1, a2 分别是 t1, t2 指称的元素。

6.3 量词的语义

令 A 是一个 L-结构，ν 是一个 A 上的指派。

• A, ν |ù @xφô A, ν[x|a] |ù φ 对任意 a P A 成立。

• A, ν |ù Dxφô A, ν[x|a] |ù φ 对于某个 a P A 成立。

其中，ν[x|a] 是一个指派，它与 ν 相同，除了把 x 解释为 a。

令 L 是一个一阶逻辑形式语言，Γ 是 L-公式组成的集合，φ 是 L-公式。

• A 和 v 满足 Γ，记为 A, ν |ù Γ，如果对所有 γ P Γ 都有 A, ν |ù γ。

• φ 是 Γ 的一个语义后承，记为 Γ |ùL φ，如果对所有 L-结构 A 和指派 v，若

A, ν |ù Γ，则 A, ν |ù φ。

• φ 是一个有效式，记为 |ùL φ，如果 H |ùL φ，即对所有 L-结构 A 和指派 ν，都

有 A, ν |ù φ。

令 P (x, y1, ¨ ¨ ¨ , yn) 表示一个陈述句。如果 x 是 P (x, y1, ¨ ¨ ¨ , yn) 的一个自由变元，

那么 P (x, y1, ¨ ¨ ¨ , yn) 表达了 x 的指称具有某种性质。如果是约束变元，那么不表达 x

的指称具有某种性质。在这种情况下，x 可以被统一替换成其他变元，或者通过换个说

法消去。
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6.3 量词的语义 6 一阶逻辑理论 (上)：形式语言和形式语义

定理 6.1 (合同引理). A 和 B 是论域相同的两个 L-结构，ν 和 µ 分别是 A 和 B 上的

指派。如果：

• 对于在 φ 中出现的所有常元符号 c，cA = cB；

• 对于在 φ 中出现的所有函数符号 F，FA = FB；

• 对于在 φ 中出现的所有关系符号 R，RA = RB；

• 对于在 φ 中出现的所有自由变元 x，ν(x) = µ(x)。

那么 A, ν |ù φô B, µ |ù φ。

一阶逻辑有量词，所有量词中的变元符号指称论域中的元素。二阶逻辑有量词，一

部分量词中的变元符号指称论域中的元素，另一部分量词中的变元符号指称论域的子

集。三阶逻辑有量词，一部分量词中的变元符号指称论域中的元素，一部分量词中的变

元符号指称论域的子集，剩余的量词中的变元符号指称论域的子集组成的集合⋯⋯
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7 一阶逻辑理论 (下)：自然演绎系统和可靠性完全性定理

7 一阶逻辑理论 (下)：自然演绎系统和可靠性完全性定理

7.1 语形

令 φ 是一个 L-公式，t 是一个 L-项，x 是一个个体变元。t 对于 φ 中的 x 代入自

由，如果对于在 t 中出现的每一个个体变元 y，x 在 φ 中的每一次自由出现都不在量词

@y 或者 Dy 的辖域内。

全程量词消去规则 (@E)：如果 L-项 t 对于 L-公式 φ 中的 x 代入自由，并且 D
@xφ

是一个 L-推演，那么以下是一个 L-推演：

D
@xφ (@E)
φ[t/x]

它用到的前提是 D 用到的前提，它的结论是 φ[t/x]，它的高度是 h(D) + 1。

存在量词引入规则 (DI)：如果 L-项 t 对于 L-公式 φ 中的 x 代入自由，并且 D
φ[t/x]

是一个 L-推演，那么以下是一个 L-推演：

D
φ[t/x] (DI)
Dxφ

它用到的前提是 D 用到的前提，它的结论是 Dxφ，它的高度是 h(D) + 1。

同一律：任何个体都跟自身等同。

莱布尼兹律：如果个体 a 和个体 b 等同，则任意适用于 a 的谓词也适用于 b。

等词引入规则 ( .=I)：对于任意 L-项 t，以下是一个 L-推演：

( .=I)
t
.
= t

它没有用到的前提，它的结论是 t
.
= t，它的高度是 0。

等词消去规则 ( .=E)：如果 L-项 s 和 t 对于 L-公式 φ 中的 x 代入自由，并且 D1

s
.
=t

和 D2

φ[s/x]
都是 L-推演，那么以下是一个 L-推演：

D1

s
.
= t

D2

φ[s/x] ( .=E)
φ[t/x]

它用到的前提是D1 和D2 用到的前提，它的结论是 φ[t/x]，它的高度是 maxth(D1), h(D2)u+

1。

全称量词引入规则 (@I)：如果 z 是 L-的一个个体变元，φ 是一个 L-公式， D
φ[z/x]

是

一个 L-推演，并且 z 不在 D 用到的前提中和 φ 中出现，那么以下是一个 L-推演：

D
φ[z/x] (@I)
@xφ
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7.2 可靠性和完全性定理7 一阶逻辑理论 (下)：自然演绎系统和可靠性完全性定理

它用到的前提是 D 用到的前提，它的结论是 @xφ，它的高度是 h(D) + 1。

存在量词消去规则 (DE)：如果 z 是 L-的一个个体变元，φ 是一个 L-公式， D1

Dxφ
和

D2

ψ
都是 L-推演，并且 z 不在 φ 和 ψ 中出现，也不在除了 φ[z/x], D2 用到的前提中出

现，那么以下是一个 L-推演：

D1

Dxφ

[φ[z/x]]

D2

ψ (DE)
ψ

它用到的前提是 D1 用到的前提和除了 φ[z/x] 以外 D2 用到的前提，它的结论是 ψ，它

的高度是 maxth(D1), h(D2)u+ 1。

令 Γ 是一个 L-公式集，φ 是一个 L-公式。

• φ 是 Γ(在自然演绎系统中) 的 L-语形后承，记为 Γ $NDL φ，如果存在一个 L-推
演使得它用到的前提都是 Γ 中的公式并且的结论是 φ。

• φ 是 (在自然演绎系统中)L-可证的，如果 H $NDL φ。

• Γ 是 (在自然演绎系统中)L-一致的，如果不存在 L-公式 ψ 使得 Γ $NDL ψ 并且

Γ $NDL ␣ψ。

7.1.1 一个希尔伯特式证明系统

7.2 可靠性和完全性定理

令 L 是一个一阶逻辑形式语言。

定理 7.1 (强可靠性定理). 对于任意 L-公式集 Γ 和 L-公式 φ，如果 Γ $NDL φ，则

Γ |ùL φ。

定理 7.2 (强完全性定理). 对于任意 L-公式集 Γ 和 L-公式 φ，如果 Γ |ùL φ，则

Γ $NDL φ。
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8 一阶逻辑的使用

8 一阶逻辑的使用

8.1 汉语中的量化现象

罗素式的分析：“the φ is ψ”的意思是“恰好有一个东西 φ，而且这个东西是 ψ”为真。

”The cat I own is fat”: Dx(C(x)^O(i, x)^ @y((C(y)^O(i, y))Ñ y = x)^ F (x))。

罗素式分析的一个问题是，带摹状词的句子总是有真假。

8.2 一阶逻辑的极限

定理 8.1. 令 P 是一个一元谓词。不存在一个一阶逻辑句子 φ 使得对于任意可以解释

φ 中使用的非逻辑符号以及谓词 P 的结构 A，A |ù φô PA 是无穷的。

定理 8.2. 一阶逻辑具有紧致性：对任何公式集 Γ，如果每个有穷子集都存在一个结构

满足它，则也有一个结构满足 Γ 全体。
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9 计算问题

9 计算问题
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10 逻辑的界限：不完备性

10 逻辑的界限：不完备性

10.1 希尔伯特计划

一个理论 T 是一致的 ðñ 不存在一个句子 φ 使得 T $ (φ^␣φ)。

一个理论 T 是完备的 ðñ 对于任意句子 φ，T $ φ 或 T $ ␣φ。

希尔伯特计划：为整个数学建立一个完备并一致的公理化理论，并形式化地证明它

的一致性。

10.2 形式化算术

一阶算术语言 LA 包含以下非逻辑符号：

• 常元符号：0

• 一元函数符号：S(后继函数)

• 二元函数符号：+，ˆ

皮亚诺算术 (PA) 是 LA 包含以下公理的理论：

• @x␣(S(x) = 0)

• @x@y(S(x) = S(y)Ñ x = y)

• @x(x+ 0 = x)

• @x@y(x+ S(y) = S(x+ y))

• @x(xˆ 0 = 0)

• @x@y(xˆ S(y) = xˆ y + x)

• (φ(0) ^ @x(φ(x) Ñ φ(S(x)))) Ñ @xφ(x)，其中 φ(x) 是 LA 中自由变元为 x 的公

式。

以下公式均可以在 PA 中证明：

• @x@y(x+ y = y + x)

• @x@y@z((x+ y) + z = x+ (y + z))

• @x@y(xˆ y = y ˆ x)

• @x@y@z((xˆ y)ˆ z = xˆ (y ˆ z))

• @x@y@z(xˆ (y + z) = xˆ y + xˆ z)

• ¨ ¨ ¨
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10.3 哥德尔编码 10 逻辑的界限：不完备性

10.3 哥德尔编码

对于每个自然数 n，其标准数记作 n，定义为：n := S(S(¨ ¨ ¨S
loooomoooon

n次

(0) ¨ ¨ ¨ ))。

给定符号串 xs1, ¨ ¨ ¨ , sny 对应的编码序列 xa1, ¨ ¨ ¨ , any，其 Gödel 编码为：

#(s1, ¨ ¨ ¨ , sn) := 2a1 ¨ 3a2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ pann (3)

其中 pn 是第 n 个素数。

一个 LA 中的公式 φ 的名字，xφy，被定义为

xφy := #φ (4)

10.4 第一不完备性定理

对于任意只有一个自由变元的 LA 中的公式 φ(x)，它的对角化是 LA 中的句子

φ(xφy)。对于任意自然数 n 和 m，

diag(n,m)ðñ m = #(φ(xφy)) 其中#(φ) = n (5)

存在 LA 中的公式 Diag(x, y) 使得对任何自然数 n 和 m，

• 如果 diag(n,m)，那么 PA $ Diag(n,m)^ D!xDiag(n, x)；

• 如果 ␣diag(n,m)，那么 PA $ ␣Diag(n,m)。

我们称 diag 关系是 PA 中可表示的。

引理 10.1 (固定点引理). 对于任意 LA 中只有一个自由变元的公式 φ(x)，存在一个句

子 ψ，使得

PA $ ψ Ø φ(xψy) (6)

给定一个 LA 中的公式序列 xs1, s2, ¨ ¨ ¨ , sny，其 Gödel 编码定义为：

Code(s1, s2, ¨ ¨ ¨ , sn) = 2#(s1) ¨ 3#(s2) ¨ ¨ ¨ p#(sn)
n (7)

其中 pn 是第 n 个素数。

对于任意自然数 n 和 m，

• prf(n, m) 当且仅当 n 是一个编码为 m 的句子在 PA 中的证明的编码。

• prov(m) 当且仅当存在 n 使得 prf(n, m)。

实际上，存在 LA 中的公式 Prf(x, y) 使得对任意自然数 n 和 m，

• 如果 prf(n,m)，那么 PA $ Prf(n,m)；
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10.4 第一不完备性定理 10 逻辑的界限：不完备性

• 如果 ␣prf(n,m)，那么 PA $ ␣Prf(n,m)。

我们称 prf 是在 PA 中可表示的。

令 Prov(y) 为 DxPrf(x, y)。哥德尔句 G 是 LA 中的句子，满足

PA $ GÐÑ ␣Prov(xGy) (8)

引理 10.2. 假设 PA 是一致的，那么 PA & G。

定理 10.3. G 是一个真命题。

推论：如果 PA 是一致的，那么 PA 不能证明所有关于算术的真命题。

一个 LA 中的理论 T 是 ω-一致的当且仅当对于任意 LA 中的公式 φ(x)，若对于每

一个自然数 n，T $ φ(n)，则 T & Dx␣φ(x)。事实上，如果 T 是 ω-一致的，那 T 是一

致的。存在一致但不 ω-一致的理论。

定理 10.4. 假设 PA 是 ω-一致的，那么 PA & ␣G。因此，如果 PA 是 ω-一致的，那
么 PA 不是完备的。

not(n) 是如下自然数上的函数：如果 n = #φ 对于某个公式 φ，那么 not(n) =

#(␣φ)。Rprf(x,y) 是自然数上的如下关系

Rprf(x, y) = [prf(x, y)^ @z ă x␣prf(z, not(y))] (9)

意思是 x 是编码为 y 的公式的一个 PA 中的证明的编号，并且没有比这个证明更短的

对于 ␣φ 的证明。

事实上，Rprf(x,y) 在 PA 中可被一个公式 RPrf(x,y) 表示。令 RProv(y) 为 DxRprf(x, y)。

PA 的罗塞尔句是一个 LA 中的句子 R，满足

PA $ RÐÑ ␣RProv(xRy) (10)

定理 10.5 (Rosser 不完备性定理). 如果 PA 是一致的，那么 PA 是不完备的。

定理 10.6 (第一完备性定理). 任意满足以下三个条件的理论 T 都是不完备的。

• T 是一致的。

• T 是递归可公理化的

• T 包含足够多初等算术公理 (例如 PA 的公理)。
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10.5 第二不完备性定理 10 逻辑的界限：不完备性

10.5 第二不完备性定理

定义

Con(PA) := ␣Prov(x0 = 1y) (11)

表示“不存在 0 = 1 的证明”。

定理 10.7. 如果 PA 是一致的，那么 PA & Con(PA)。

定理 10.8 (第二不完备性定理). 如果理论 T 满足以下三个条件，那么 T 不能证明自身

的一致性。

• T 是一致的。

• T 是递归可公理化的

• T 包含足够多初等算术公理 (例如 PA 的公理)。
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11 无穷与集合

11 无穷与集合

11.1 无穷的大小

集合 A 和集合 B 等势 (A „ B) 当且仅当存在一个二者元素之间的一一对应。集

合 A 的势小于等于集合 B 的势 (A ĺ B) 当且仅当 A 和 B 的一个子集等势。集合 A

的势小于集合 B 的势 (A ă B) 当且仅当 A ĺ B 但 B ȷ A。

对于任意集合 A，A 的幂集是所有 A 的子集组成的集合，记为 P (A)。

定理 11.1 (康托定理). 对于任意集合 A，A ă P (A)。

因此，没有最大的无穷：N ă P (N) ă P (P (N)) ¨ ¨ ¨。

定理 11.2 (连续统假设). 不存在集合 x 使得 N ă x ă R。

11.2 什么是集合

一阶语言 LP 包含所有的一阶逻辑符号和一个二元谓词 P。

朴素概括公理：对于任意 LP 中的公式 φ(x)，Dy@x(x P y Ø φ(x))。(对于任意性质

φ，tx|φ(x)u 是一个集合)

定理 11.3 (罗素悖论). 朴素概括公理不一致。

11.3 ZF 集合论

在元语言中，我们称 tx|φ(x)u 是一个满足 φ 的对象组成的类。一个类是一个集合

当且仅当 Dy(@x(x P y Ø φ(x))) 可证。并非所有的类都是集合，比如 tx|x R xu。

外延公理：@x@y(@z(z P xØ z P y)Ñ x = y) (拥有相同元素的对象是等同的)
假设外延公理，那么

• 没有无素

• 如果 tx|φ(x)u 是一个集合，那么这个集合是唯一的

分离公理：@x, z1, ¨ ¨ ¨ , znDy@v(v P y Ø v P x ^ φ(v, z1, ¨ ¨ ¨ , zn))，其中 y 不在 φ 中

自由出现 (一个集合的子类也是集合)
假设分离公理，那么

• H = tx|x R xu 是集合

• xX y = tv|v P x^ v P yu 是集合

• x´ y = tv|v P x^ v R yu 是集合
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11.4 关系和函数 11 无穷与集合

• V = tx|x = xu 不是集合

配对公理：@x@yDz@v(v P z Ø v = x_v = y) (对任意集合 x 和 y，tv|v = x_v = yu

是一个集合)
并集公理：@xDy@v(v P y Ø Dz(v P z ^ z P x)) (对任意集合 x，

Ť

x = tz|Dv(v P

x^ z P v)u 是一个集合)
假设配对公理和并集公理

• 对于任意 x1, ¨ ¨ ¨ , xn，tx1, ¨ ¨ ¨ , xnu 是一个集合

• 对于任意 x 和 y，xY y = tz|z P x_ z P yu 是一个集合

• 假设分离公理，对于任意的 x，tv|v R xu 不是一个集合

幂集公理：@xDy@z(z P y Ø @v P z(v P x)) (对任意集合 x，P (x) 是一个集合)
良基公理：@x(Dy(y P x)Ñ Dz(z P x^␣Dw(w P z ^ w P x))) (每个非空集合都有一

个 P-最小元)
假设上述所有公理

• 如果 x1 P x2 P ¨ ¨ ¨ P xn，那么 xn R x1

• 对于任意集合 x，ty|x P yu 不是一个集合

证明. (1) 假设 x1 P x2 P ¨ ¨ ¨ P xn，根据配对公理和并集公理，X = tx1, ¨ ¨ ¨ , xnu 是一个

集合。X 非空，根据良基公理，存在一个 a 使得 a P X 并且 aXX =H。而 a 只能是

x1，因此 xn R xi。

(2) 假设 ty|x P yu 是一个集合 a，那么 tx, au 是一个集合。所以有 a P tx, au P a，

矛盾。

11.4 关系和函数

对于任意 x 和 y，(x, y) = ttxu, tx, yuu，被称作 x 和 y 的有序对。(x, y) 是集合。

对于任意 x1, ¨ ¨ ¨ , xn+1，(x1, ¨ ¨ ¨ , xn+1) = ((x1, ¨ ¨ ¨ , xn), xn+1)。

对于任意集合 x1, y1, x2, y2，(x1, y1) = (x2, y2)ô x1 = x2 且y1 = y2。

卡氏乘积 xˆ y = t(u, v)|u P x^ v P yu。对于任意 x 和 y，xˆ y 是集合。

集合 R 是一个 (二元) 关系当且仅当 R 中的元素都是有序对。对于任意关系 R 和

集合 A，

• dom(R) = tx|Dy(xRy)u

• ran(R) = tx|Dy(yRx)u

• R´1 = txx, yy|yRxu
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11.5 自然数 11 无穷与集合

• R æ A = txa, yy P R|a P Au

• R[A] = tz|Dy P A(yRz)u

如果有 dom(R)Y ran(R) Ď A，称 R 是 A 上的关系。可以证明以上五个都是集合。

对于任意两个关系 R 和 S，R ˝ S = txx, zy|Dy(xRy ^ ySz)u，被称作 R 和 S 的复

合。R ˝ S 是集合。

一个集合 f 是一个函数当且仅当

• f 是一个关系

• 对于任意 x P dom(f)，存在唯一的 y(记作 f(x)) 使得 xfy。

对于任意集合 x，idx = t(a, a)|a P xu。

给定任意两个函数 f 和 g

• 如果 dom(f) = dom(g) 并且对于任意 x P dom(f)，f(x) = g(x)，则 f = g。

• f ˝ g 是函数

• 对于任意 x P dom(f ˝ g)，(f ˝ g)(x) = f(g(x))。

11.5 自然数

对于任意集合 x，S(x) = xY txu，称作 x 的后继。一个集合 I 是一个归纳集当且

仅当

• 0 P I；

• 对于任意 x P I，S(x) P I。

无穷公理：Dx(H P x^ @y P x(y Y tyu P x)) (存在一个归纳集)
对于任意类 X,

Ş

X = ty|@z(z P X Ñ y P z)u。ω =
Ş

tI|I 是一个归纳集u; 0 =H。

命题 11.4. ω 是集合。

命题 11.5. ω 是 Ď -最小的归纳集。

集合 n 是一个自然数当且仅当 n P ω。

定理 11.6 (数学归纳法). [φ(0)^ @n(φ(n)Ñ φ(S(n)))]Ñ @n P ωφ(n)

命题 11.7. 每个自然数的元素都是自然数。

11.6 势

32


	导言
	形式语言
	形式语义
	可靠性与完全性

	(经典)命题逻辑理论(上)：形式语言和形式语义
	语言
	内容与形式
	命题逻辑的形式语言

	语义
	真与假
	命题逻辑的形式语义


	(经典)命题逻辑理论(下)：自然演绎系统，可靠性完全性定理与希尔伯特式证明系统
	系统——命题逻辑自然演绎
	可靠性定理与完全性定理
	希尔伯特式证明系统

	命题逻辑应用
	自然语言中的命题逻辑
	可满足性问题
	真值函数完全性和插值定理
	通往模态逻辑

	模态逻辑
	模态逻辑的形式语言
	模态逻辑的形式语义
	模态逻辑们的希尔伯特公理系统
	模态逻辑的元定理
	举例：知识逻辑

	一阶逻辑理论(上)：形式语言和形式语义
	语言
	简单句
	一阶逻辑的形式语言

	语义
	原子公式的语义

	量词的语义

	一阶逻辑理论(下)：自然演绎系统和可靠性完全性定理
	语形
	一个希尔伯特式证明系统

	可靠性和完全性定理

	一阶逻辑的使用
	汉语中的量化现象
	一阶逻辑的极限

	计算问题
	逻辑的界限：不完备性
	希尔伯特计划
	形式化算术
	哥德尔编码
	第一不完备性定理
	第二不完备性定理

	无穷与集合
	无穷的大小
	什么是集合
	ZF集合论
	关系和函数
	自然数
	势


