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摘要

本文来自北京大学信息科学技术学院杨川川和马黎黎 2025 年春季学期的概率

论和随机过程。概率论部分的教材是茆诗松、程依明和濮晓龙的《概率论与数理统

计教程》，随机过程部分的教材是陆大絟和张颢的《随机过程及其应用》。
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1 随机过程基本概念

1 随机过程基本概念

1.1 定义

给定概率空间 (Ω,F , P )，T 为参数集 T Ă R，若对任意 t P T，均有定义在 (Ω,F , P )

上的一个随机变量 X(t, ω), (ω P Ω) 与之对应，则称 X(t, ω) 为 (Ω,F , P ) 上的一个随机

过程，记作 X = tX(t, ω), t P T, ω P Ωu，简记为 X = tXt, t P T u 或 X(t) 或 Xt。若 T

为可数集，随机过程 X(t) 也称为随机序列。

对每一个固定的 t，X(t, ω) 是一个随机变量，X(t)(t P T ) 所有可能取值的集合称

为 X(t, ω) 的样本空间，记作 S，S 中的元素称为状态。对每一个 ω0 P Ω，X(t, ω0) 是

定义在 T 上的函数，记为称为 x(t, ω0)，称为随机过程的一个样本函数或样本轨道。

1.2 分布函数

设 tX(t), t P T u 是一个随机过程，固定 n 个时刻 t1, t2, . . . , tn P T，得到 n 维分布

函数为

F (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn; x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn) = P (X(t1) ď x1, X(t2) ď x2, ¨ ¨ ¨ , X(tn) ď xn) (1)

所有一维分布函数，二维分布函数，⋯⋯，n 维分布函数的全体

F = tF (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn; x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn)|n P N, ti P T, xi P Ru (2)

称为随机过程 X(t) 的有限维分布函数族。

1.3 数字特征

设 tX(t), t P T u 是一个随机过程，对任意 t P T，X(t) 是一个随机变量，如果

E[X(t)] 存在，记为 mX(t)，为 X(t) 的均值函数。如果一维分布函数为 F (t; x)，则

mX(t) = E[X(t)] =

ż +8

´8

xdF (t; x), t P T (3)

对任意 s, t P T，X(s), X(t) 是两个随机变量，如果 E[X(s)X(t)] 存在，记为 RX(s, t)，

为 X(t) 的相关函数。如果 Cov(X(s), X(t)) 存在，记为 CX(t, s)，为 X(t) 的协方差函

数。

CX(s, t) = Cov(X(s), X(t)) = E[(X(s) ´ mX(s))(X(t) ´ mX(t))]

= E[X(s)X(t)] ´ mX(s)mX(t) = RX(s, t) ´ mX(s)mX(t), t, s P T
(4)

如果 D[X(t)] 存在，记为 DX(t)，为 X(t) 的方差函数 (σ2
X(t))。

DX(t) = D[X(t)] = E
[
(X (t) ´ mX (t))2

]
= CX(t, t), t P T (5)
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1.3 数字特征 1 随机过程基本概念

如果 E[X(t)2] 存在，记为 ΦX(t, t)，为 X(t) 的均方值函数。

ΦX(t, t) = RX(t, t), t P T (6)

若 tX(t), t P T u 和 tY (t), t P T u 是两个随机过程，称 tX(t), Y (t), t P T u 为二维随

机过程。对于任意 m ě 1, n ě 1, t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tm P T, t1
1, t

1
2, ¨ ¨ ¨ , t1

n P T, (X(t1), X(t2), ¨ ¨ ¨ ,

X(tm), Y (t1
1), Y (t1

2), ¨ ¨ ¨ , Y (t1
n)) 是 m+ n 维随机变量，m + n 维分布函数为

F (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tm; x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xm; t
1
1, t

1
2, ¨ ¨ ¨ , t1

n; y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn)

= P (X(t1) ď x1, X(t2) ď x2, ¨ ¨ ¨ , X(tm) ď xm, Y (t1
1) ď y1, Y (t1

2) ď y2, ¨ ¨ ¨ , Y (t1
n) ď yn)

(7)
两个随机过程相关独立如果

F (t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tm; x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xm; t
1
1, t

1
2, ¨ ¨ ¨ , t1

n; y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn)

= FX(t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tm; x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xm)FY (t
1
1, t

1
2, ¨ ¨ ¨ , t1

n; y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn)
(8)

对任意 s, t P T，X(s), Y (t) 是两个随机变量，如果 E[X(s)Y (t)] 存在，记为 RXY (s, t)，

为互相关函数。如果 Cov(X(s), Y (t)) 存在，记为 CXY (s, t)，为互协方差函数。

CXY (s, t) = RXY (s, t) ´ mX(s)mY (t), s, t P T (9)

X(t) 和 Y (t) 不相关，如果

CXY (s, t) = 0 或者 RXY (s, t) = mX(s)mY (t) s, t P T (10)

设 tX(t), t P T u 和 tY (t), t P T u 是定义在同一概率空间上的两个实随机过程，令

Z(t) = X(t) + iY (t)，则称 tZ(t), t P T u 为复随机过程。下面是复随机过程的数字特征。

mZ(t) = E[Z(t)] = mX(t) + imY (t), t P T (11)

DZ(t) = D[Z(t)] = E[|Z(t) ´ mZ(t)|
2] = DX(t) +DY (t), t P T (12)

RZ(s, t) = E[Z(s)Z(t)], s, t P T (13)

CZ(s, t) = Cov(Z(s), Z(t)) = E[(Z(s) ´ mZ(s))(Z(t) ´ mZ(t))]

= RZ(s, t) ´ mZsmZ(t), s, t P T
(14)

ΦZ(t) = E|Z(t)|2, t P T (15)
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2 POISSON 过程

2 Poisson 过程

2.1 定义与概率分布

定义 2.1. 如果随机过程 N(t), t ě 0 表示时间段 [0, t] 内发生的某种事件的总数，则称

随机过程 N(t) 为计数过程。

从定义得计数过程满足

1. N(t) P N+；

2. @s ă t, N(s) ď N(t)；

3. N(t) ´ N(s) 表示时刻 s 到时刻 t 之间发生的事件次数。

定义 2.2. 对于随机过程 X(t), t P R, @t1 ă t2 ď t3 ă t4, t1, t2, t3, t4 P R，有 X(t4)´X(t3)

与 X(t2) ´ X(t1) 统计独立，称该过程为独立增量过程。

定义 2.3. 对于随机过程 X(t), t P R，如果增量 X(t) ´ X(s) 的分布仅仅依赖于 t ´ s，

称该过程为平稳增量过程或齐次 (时齐) 增量过程。

定义 2.4. 计数过程 N(t) 如果满足以下条件，则称 N(t) 为 Poisson 过程：

1. N(0) = 0；

2. N(t) 是独立增量过程；

3. N(t) 是平稳增量过程；

4. lim∆tÑ0
P (N(t+∆t)´N(t)ě2)
P (N(t+∆t)´N(t)=1)

= 0。

或者也可将第 4 个条件改为

• P (N(t+∆t) ´ N(t) = 1) = λ∆t+ o(∆t), ∆t Ñ 0

• P (N(t+∆t) ´ N(t) ě 2) = o(∆t), ∆t Ñ 0

命题 2.1.
P (N(t) = k) =

(λt)k

k!
e´λt, k = 0, 1, 2, . . . (16)

证明. 令 N(t) 的母函数为 G(z, t)，即

G(z, t) = E
(
zN(t)

)
=

8
ÿ

k=0

zkP (N(t) = k) (17)

G(z, t+∆t) ´ G(z, t) = E
(
zN(t+∆t)

)
´ E

(
zN(t)

)
= E

(
zN(t)

(
zN(t+∆t)´N(t) ´ 1

))
= E

(
zN(t)

)
E
(
zN(t+∆t)´N(t) ´ 1

)
(独立增量过程)

= E
(
zN(t)

)
E
(
zN(∆t) ´ 1

)
= G(z, t)(G(z,∆t) ´ 1)

(18)
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2.2 数字特征 2 POISSON 过程

首先处理 P (N(∆t) = 0)。令 P0(s) = P (N(s) = 0)，则 @t, s ě 0，有

P0(t+ s) = P (N(t+ s) = 0) = P (N(t+ s) ´ N(s) = 0)P (N(s) = 0) (独立增量)

= P0(t)P0(s) (平稳增量)
(19)

由分析中的熟知结论得

P0(t) = e´λt, λ ě 0为确定性参数 (20)

因此
P (N(∆t) = 0) ´ 1

∆t
= ´λ+

o(∆t)

∆t
(21)

1 ´ P (N(∆t) = 0)

∆t
=

P (N(∆t) = 1)

∆t

(
1 +

P (N(∆t) ě 2)

P (N(∆t) = 1)

)
(22)

令 ∆t Ñ 0 并由条件 4 知
P (N(∆t) = 1)

∆t
ÝÑ λ (23)

G(z, t+∆t) ´ G(z, t)

∆t
= G(z, t)

G(z,∆t) ´ 1

∆t

= G(z, t)

(
P (N(∆t) = 0) ´ 1

∆t
+ z

P (N(∆t) = 1)

∆t

(
1 +

ÿ

kě2

zk´1P (N(∆t) = k)

P (N(∆t) = 1)

))
(24)

考虑母函数作为 z 的幂级数，收敛域为 |z| ď 1，因此当 ∆t Ñ 0 时
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě2

zk´1P (N(∆t) = k)

P (N(∆t) = 1)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

kě2

P (N(∆t) = k)

P (N(∆t) = 1)
=

P (N(∆t) ě 2)

P (N(∆t) = 1)
ÝÑ 0 (25)

d
dtG(z, t) = G(z, t)λ(z ´ 1) (26)

且初值 G(z, 0) = 1，因此

G(z, t) = eλt(z´1) = e´λt
8
ÿ

k=0

(λt)k

k!
zk (27)

2.2 数字特征

命题 2.2.
mN(t) = λt, t ě 0 (28)

DN(t) = λt, t ě 0 (29)

CN(s, t) = λmin(s, t), s, t ě 0 (30)

RN(s, t) = λ2st+ λmin(s, t), s, t ě 0 (31)
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2.3 到达时间与时间间隔分布 2 POISSON 过程

证明. 不妨设 s ď t，则

RN(s, t) = E[N(s)N(t)] = E[N(s)(N(t) ´ N(s))] + E[N(s)2]

= E[N(s)]E[N(t) ´ N(s)] +D[N(s)] + (E[N(s)])2 = λ2st+ λs
(32)

2.3 到达时间与时间间隔分布

命题 2.3. 首次到达时间服从参数为 λ 的指数分布，即

FT1(t) = P (T1 ď t) = 1 ´ P (N(t) = 0) = 1 ´ e´λt, t ě 0 (33)

fT1(t) = λe´λt, t ě 0 (34)

E[T1] =
1

λ
(35)

D[T1] =
1

λ2
(36)

定理 2.1. Poisson 过程的事件间隔时独立同分布的随机变量，都服从参数为 λ 的指数

分布。

命题 2.4. 设 Tn 为 Poisson 过程的第 n 个到达时间，则 Tn 服从 Γ 分布，即

fTn(t) =

$

&

%

λe´λt (λt)
n´1

(n´1)!
, t ě 0

0, t ă 0
(37)

E[Tn] =
n

λ
(38)

D[Tn] =
n

λ2
(39)

证明. t ě 0 时

FTn(t) = P (Tn ď t) = P (N(t) ě n) =
8
ÿ

k=n

(λt)k

k!
e´λt (40)

fTn(t) = ´λ
8
ÿ

k=n

(λt)k

k!
e´λt + λ

8
ÿ

k=n

(λt)k

(k ´ 1)!
e´λt = λ

(λt)n´1

(n ´ 1)!
e´λt (41)

先考虑已知 [0, t] 内发生一次事件的情况，该事件发生时刻 S1 的分布为

FS1|N(t)=1(s) = P (S1 ď s|N(t) = 1) =
P (N(s) = 1)P (N(t ´ s) = 1)

P (N(t) = 1)
=

s

t
(42)
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2.4 叠加与抽样 2 POISSON 过程

命题 2.5. 如果 [0, t] 内发生 n 次事件，第 i 次事件发生时刻为 Si，设 0 ď t1 ă t2 ă

¨ ¨ ¨ ă tn ď t，且取 hk 足够小，使得 tk + hk ď tk+1，则

P (t1 ď S1 ď t1 + h1, ¨ ¨ ¨ , tn ď Sn ď tn + hn|N(t) = n)

=
P (N(h1) = 1)P (N(h2) = 1) ¨ ¨ ¨P (N(hn) = 1)P (N(t ´ (h1 + h2 + ¨ ¨ ¨ + hn)) = 0)

P (N(t) = n)

=
n!

tn
h1h2 ¨ ¨ ¨hn

(43)

2.4 叠加与抽样

命题 2.6. 设 N1(t), N2(t) 是两个独立的 Poisson 过程，参数分别为 λ1, λ2，则 N(t) =

N1(t) +N2(t) 也是一个 Poisson 过程，参数为 λ = λ1 + λ2。

证明. 考虑母函数

GN1(t)+N2(t)(z, t) = E(zN1(t)+N2(t)) = E(zN1(t))E(zN2(t)) = e(λ1+λ2)t(z´1) (44)

命题 2.7. 如果 τ
(1)
1 , τ

(2)
1 分别是 N1(t) 和 N2(t) 的第一个到达时间，则

P (τ
(1)
1 ă τ

(2)
1 ) =

ż +8

0

ż ty

0

λ1λ2e
´λ1tx´λ2tydtxdty =

λ1

λ1 + λ2

(45)

如果 τ
(1)
k , τ

(2)
1 分别是 N1(t) 的第 k 个到达时间和 N2(t) 的第 1 个到达时间，则

P (τ
(1)
k ă τ

(2)
1 ) =

ż +8

0

ż ty

0

(λ1tx)
k´1

(k ´ 1)!
λ1λ2e

´λ1tx´λ2tydtxdty =
(

λ1

λ1 + λ2

)k

(46)

命题 2.8. 设 N(t) 是参数为 λ 的 Poisson 过程，每次发生的事件有 A、B 两种类型，且
每个事件独立于其他事件。当每次发生事件时，A 的概率为 p，B 的概率为 q，设 NA(t)

和 NB(t) 分别是事件 A 和事件 B 的计数过程，则 NA(t) 和 NB(t) 分别是参数为 λp 和

λq 的 Poisson 过程，且是独立的。

证明.

P (N1(t) = k) =
8
ÿ

n=k

P (N(t) = n)P (N1(t) = k|N(t) = n)

=
8
ÿ

n=k

(λt)n

n!
e´λt

(
n

k

)
pkqn´k =

(λpt)k

k!
e´λpt, k = 0, 1, 2, . . .

(47)

P (N1(t) = k,N2(t) = j) = P (N(t) = k + j)P (N1(t) = k|N(t) = k + j)

= P (N1(t) = k)P (N2(t) = j), k, j = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨
(48)

推论 2.1. 假设每次发生的事件有 K 种，且每次发生事件时，第 i 种事件的概率为 pi，

则 Ni(t) 是参数为 λpi 的 Poisson 过程，且 N1(t), N2(t), ¨ ¨ ¨ , NK(t) 是独立的。
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2.5 复合 Poisson 过程 2 POISSON 过程

2.5 复合 Poisson 过程

定义 2.5. 设 N(t) 是参数为 λ 的 Poisson 过程，tYnu, n = 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ , 是一族独立同分

布的随机变量，且 Yn 与 N(t) 独立，则称随机过程 X(t) =
řN(t)

i=1 Yn 为复合 Poisson 过
程。

当 Yn 是常数时，复合 Poisson 过程退化为 Poisson 过程。

E[X(t)] = E [E [nYn|N(t) = n]] = λtE[Yn] (49)
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3 离散时间 MARKOV 链

3 离散时间 Markov 链

3.1 定义

定义一步转移概率和一步转移概率矩阵为

pij(n) = P (Xn+1 = j|Xn = i) (50)

P(n) = (pij(n)) =


p11(n) p12(n) ¨ ¨ ¨ p1m(n)

p21(n) p22(n) ¨ ¨ ¨ p2m(n)
... ... . . . ...

pm1(n) pm2(n) ¨ ¨ ¨ pmm(n)

 (51)

特别约定 P(0)(n) = I。
如果 Markov 链的一步转移概率始终与起始时刻 n 无关，记为 pij，则称该 Markov

链为齐次 Markov 链。

3.2 Chapman-Kolmogorov 方程

命题 3.1. 对于任意时刻 r ă s ă t，有 C-K 方程

Pij(r, t) = P (Xt = j|Xr = i) =
ÿ

kPE

P (Xt = j|Xs = k)P (Xs = k|Xr = i)

=
ÿ

kPE

Pik(r, s)Pkj(s, t)
(52)

如果是齐次的，则

P
(n+m)
ij =

ÿ

kPE

P
(n)
ik P

(m)
kj (53)

P(n) = Pn (54)

记 p(0) = (p
(0)
1 , p

(0)
2 , ¨ ¨ ¨ , p

(0)
m ) 为初始概率分布，则 Xn 的分布为

p(n) = p(0)Pn (55)

3.3 状态的分类

定义 3.1. 设 i, j P E 是 Markov 链的两个状态，如果存在 n ą 0，使得

p
(n)
ij ą 0 (56)

则称状态 i 可达 j，记作 i Ñ j，否则为 i 不可达 j，记作 i Û j。

若 i Ñ j 且 j Ñ k，则 i Ñ k。
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3.4 状态的常返性 3 离散时间 MARKOV 链

定义 3.2. 设 i, j P E 是 Markov 链的两个状态，如果存在 n,m ą 0，使得

p
(n)
ij ą 0 p

(m)
ji ą 0 (57)

则称状态 i 和 j 是相通的，记作 i Ø j。

相通具备对称性和传递性。

定义 3.3. 如果任意 i P S, j R S，i Û j，则称 S 是闭集。如果单状态集 S = tiu 是闭集，

则称 i 是吸收态，此时 Pii = 1。

S 本身就是一个完整的 Markov 链，即一步转移矩阵对应于 S 以外各状态的行和

列都删去，剩下的矩阵仍然是随机矩阵，@i P S,
ř

jPS Pij = 1。

定义 3.4. 如果子集 C Ă E 满足

tS Ď C, S是闭集u ðñ tS = H或S = Cu (58)

则称子集 C 不可约。如果 E 本身不可约，则称该 Markov 链不可约，否则为可约的。

定义 3.5. 状态 i 的周期 di 定义为

di = gcdtn : P
(n)
ii ą 0u (59)

如果 di = 1，则称状态 i 非周期，如果 di ą 1 称状态 i 为周期态。

3.4 状态的常返性

定义 3.6. 设 j P E 是 Markov 链的一个状态，定义从时刻 n = 0 出发到达状态 j 的首

达时间为

τj = inftn ě 1 : Xn = ju (60)

如果 tn ě 1 : Xn = ju 为空集，定义 τj = +8。

定义 3.7. 设 i, j P E 是两个状态，则经 n 步从 i 到 j 的首达概率为

f
(n)
ij = P (τj = n|X0 = i) (61)

令 fij 为从状态 i 出发迟早到达状态 j 的概率，则

fij =
8
ÿ

n=1

f
(n)
ij ď 1 (62)

定义 3.8. 如果

fii = 1 (63)

则称状态 i 是常返态，否则称状态 i 是滑过态或者非常返态。
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3.4 状态的常返性 3 离散时间 MARKOV 链

对于常返态 i，从 i 出发后必定会回到 i。

定理 3.1 (常返性判据). 状态 i 常返的充要条件是
8
ÿ

n=0

P
(n)
ii = 8 (64)

证明.

P
(n)
ij =

n
ÿ

k=1

f
(k)
ij P

(
jjn ´ k) (65)

令 P
(n)
ij 和 f

(n)
ij 的母函数分别为 Pij(z) 和 Fij(z)

Fij(z) =
8
ÿ

n=1

f
(n)
ij zn (66)

Pij(z) = δij +
8
ÿ

n=1

P
(n)
ij zn = δij +

8
ÿ

n=1

n
ÿ

k=1

f
(k)
ij P

(n´k)
jj zn

= δij +
8
ÿ

k=1

(
f
(k)
ij zk

) 8
ÿ

n=k

(
P

(n´k)
jj zn´k

)
= δij + Fij(z)Pjj(z)

(67)

因此

Pii(z) =
1

1 ´ Fii(z)
(68)

由 Abel 定理，令 z Ñ 1，则
8
ÿ

n=0

P
(n)
ii =

1

1 ´ fii
(69)

命题 3.2. 有限状态 Markov 链一定存在常返态。

证明. 设 E = t1, 2, ¨ ¨ ¨ , Nu，假设所有状态都是滑过态，取定 i, @j,

P
(k)
ij ÝÑ 0, k ÝÑ 8 (70)

因此
N
ÿ

j=1

P
(k)
ij ÝÑ 0, k ÝÑ 8 (71)

与
řN

j=1 P
(k)
ij = 1 矛盾，因此至少存在一个常返态。

定义 3.9. 常返状态 i 的平均返回时间 µi 定义为

µi =
8
ÿ

n=1

nf
(n)
ii (72)

定义 3.10. 如果 µi ă 8，则称状态 i 正常返，否则称是零常返或消极常返。

命题 3.3. 有限状态的 Markov 链中一定存在正常返态。

推论 3.1. 不可约且状态有限的 Markov 链所有状态都是正常返态。
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3.5 转移概率的极限行为 3 离散时间 MARKOV 链

3.5 转移概率的极限行为

定义 3.11. 在不可约 Markov 链中，称非周期且正常返的状态为遍历态。

一个不可约、非周期、有限状态的 Markov 链一定是遍历的。

3.6 平稳分布

13



4 连续时间 MARKOV 链

4 连续时间 Markov 链
Poisson 过程是连续时间 Markov 链的一个特例。对于连续时间 Markov 链，“停留”

和“跳变”是两个关键特性。

4.1 Q 矩阵和 Kolmogorov 前进-后退方程

和离散的情况类似，连续时间齐次 Markov 链满足

Pij(t+ s) =
ÿ

kPE

Pik(s)Pkj(t) (73)

P(t+ s) = P(s)P(t), P(0) = I (74)

连续时间没有最小单位，因此要引入 Q 矩阵。首先增加一个标准的转移概率的条

件

lim
∆tÑ0

P(∆t) = I (75)

利用连续性可得

Pij(∆t) = δij + qij∆t+ o(∆t) (76)

称这里的 qij 为转移率。

qii = lim
∆tÑ0

Pii(∆t) ´ 1

∆t
= ´qi, qi ě 0 (77)

qij = lim
∆tÑ0

Pij(∆t)

∆t
, i ‰ j (78)

用 Q 矩阵表示为

Q =
d
dtP(t)|t=0 = lim

∆tÑ0

P(∆t) ´ I
∆t

(79)

由
P(t+∆t) ´ P(t)

∆t
= P(t)P(∆t) ´ I

∆t
(80)

得 Kolmogorov 前进方程
d
dtP(t) = P(t)Q (81)

d
dtPij(t) = ´Pij(t)qj +

ÿ

k‰j

Pik(t)qkj (82)

类似地，有 Kolmogorov 后退方程

d
dtP(t) = QP(t) (83)

d
dtPij(t) = ´qiPij(t) +

ÿ

k‰i

qikPkj(t) (84)

14



4.2 转移概率的极限行为 4 连续时间 MARKOV 链

在状态有限的情况下，由 P(0) = I 得，

P(t) = P(0)eQt = eQt (85)

设 pi(t) = P (X(t) = i), p(t) = (p0(t), p1(t), ¨ ¨ ¨ )，则有 Fokker-Planck 方程

d
dtp(t) = p(0) d

dtP(t) = p(0)P(t)Q = p(t)Q (86)

4.2 转移概率的极限行为

定义 4.1. 如果 π = tπku8
k=0 满足

π ě 0, @k,
8
ÿ

k=0

πk = 1 (87)

π = πP(t) (88)

则称 π 为该链的平稳分布。

命题 4.1. π 是连续时间 Markov 链的平稳分布的充要条件是

πQ = 0 (89)

15



5 排队与服务系统

5 排队与服务系统

5.1 M/M/n 系统

M/M/n 系统顾客到达过程为 Poisson 过程，服务时间分布为负指数分布，系统中

有 n 个服务台。设到达率为 λ，服务率为 µ，队伍长度 X(t) 是连续时间 Markov 过程。

当一个服务台在 t 时刻正在提供服务，而 ∆t 时间后没有结束服务的概率是

P (Ts ą t+∆t|Ts ą t) = P (τs ą ∆t) = e´µ∆t = 1 ´ µ∆t+ o(∆t) (90)

当一个服务台 ∆t 时间后结束服务的概率是

P (Ts ă t+∆t|Ts ą t) = P (τs ă ∆t) = 1 ´ e´µ∆t = µ∆t+ o(∆t) (91)

设事件 tt ă Yk ă t +∆tu 表示服务机构有 k(0 ď k ď n) 个服务台在时间 (t, t +∆t) 内

结束服务，N(t) 表示时间 t 内到达排队系统的顾客的数量。

命题 5.1.
pi,i+1(∆t) = λ∆t+ o(∆t) (92)

pi,i´1(∆t) = min(i, n)µ∆t+ o(∆t) (93)

pi,i(∆t) = 1 ´ (λ+min(i, n)µ)∆t+ o(∆t) (94)

pi,j(∆t) = o(∆t), |i ´ j| ě 2 (95)

证明.

pi,i+1(∆t) = P (X(t+∆t) = i+ 1|X(t) = i)

=
8
ÿ

k=0

P (t ă Yk ă t+∆t, N(t+∆t) ´ N(t) = k + 1|X(t) = i)

= P (t ă Y0 ă t+∆t|X(t) = i)P (N(t+∆t) ´ N(t) = 1) + o(∆t)

= (1 ´ min(n, i)µ∆t+ o(∆t)) ¨ (λ∆t+ o(∆t)) = λ∆t+ o(∆t)

(96)

pi,i´1(∆t) = P (t ă Y1 ă t+∆t, N(t+∆t) ´ N(t) = 0|X(t) = i)

+ P (t ă Y2 ă t+∆t, N(t+∆t) ´ N(t) = 1|X(t) = i) + o(∆t)

=

(
min(i, n)

1

)
(µ∆+ o(∆t))(1 ´ µ∆+ o(∆t))min(i,n)´1

+

(
min(i, n)

2

)
(µ∆+ o(∆t))2(1 ´ µ∆+ o(∆t))min(i,n)´2 + o(∆t)

= min(i, n)µ∆t+ o(∆t)

(97)

pi,i(∆t) = 1 ´ pi,i+1(∆t) ´ pi,i´1(∆t) + o(∆t) = 1 ´ λ∆t ´ min(i, n)µ∆t+ o(∆t)

(98)
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5.1 M/M/n 系统 5 排队与服务系统

X(t) 是一个生灭系统，生率 λi = λ，灭率为 µi = min(i, n)µ，定义服务强度 ρ = λ
nµ

。

命题 5.2. X(t) 的平稳分布为

πk =

$

&

%

1
k!
(np)kπ0, k ă n

nn

n!
pkπ0, k ě n

(99)

证明. 由平稳分布 πQ = 0 得，
$

’

’

’

&

’

’

’

%

π1 =
λ
µ1
π0

...

πn = λn

µnµn´1¨¨¨µ1
π0

(100)

命题 5.3. 队长平均值

L =
8
ÿ

k=0

kπk =

(
n´1
ÿ

k=1

k

k!
(np)k +

8
ÿ

k=n

knn

n!
pk

)
π0

=

(
n´1
ÿ

k=1

1

(k ´ 1)!
(np)k +

(nρ)n(ρ+ n(1 ´ ρ))

n!(1 ´ ρ)2

)
π0

(101)

平均等待队长

Lq =
8
ÿ

i=1

iπn+i =
(nρ)nρ

n!(1 ´ ρ)2
π0 =

ρ

(1 ´ ρ)2
πn (102)

平均占用服务台数

K = L ´ Lq = nρ =
λ

µ
(103)

M/M/n 系统到达的顾客总会得到服务，因此系统损失率为

PL = 0 (104)

相对通过能力为

Q = 1 ´ PL = 1 (105)

绝对通过能力为

A = λQ = λ (106)

顾客需要等待的概率为

P (X(t) ě n) =
8
ÿ

k=n

πk =
(nρ)n

n!(1 ´ ρ)
π0 =

πn

1 ´ ρ
(107)

设 Wq 为系统平稳之后一个顾客的等待时间，当服务台没有全部被占用时，不需要等待

P (Wq = 0) = 1 ´
πn

1 ´ ρ
(108)
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5.2 Little 公式 5 排队与服务系统

当服务台全部被占用时，顾客需要等待的时间和灭率分布相同，服从参数为 nµ 的指数

分布

Wq „ Exp(nµ) (109)

X(t) = k ą n 时才有顾客排队等候，新到达顾客等待时间服从分布

k´n+1
ÿ

i=1

Wqi „ Γ(k ´ n+ 1, nµ), k = n, n+ 1, ¨ ¨ ¨ (110)

概率密度为

f(x) =

$

&

%

(nµ)k´n+1xk´n

Γ(k´n+1)
e´nµx, x ą 0

0, x ď 0
(111)

因此

P (0 ă Wq ď t) =
8
ÿ

k=n

πk

ż t

0

(nµ)k´n+1xk´n

Γ(k ´ n+ 1)
e´nµxdx =

πn

1 ´ ρ

(
1 ´ e´nµ(1´ρ)t

)
(112)

FWq(t) = P (Wq ď t) = P (Wq = 0) + P (0 ă Wq ď t) =

$

&

%

1 ´ πn

1´ρ
e´nµ(1´ρ)t, t ą 0

0, t ď 0

(113)

fWq(t) =

$

&

%

0, t ď 0

(1 ´ πn

1´ρ
)δ(t) + nµπne

´nµ(1´ρ)t, t ą 0
(114)

E[Wq] =
πn

(1 ´ ρ)2nµ
=

Lq

λ
(115)

D[Wq] =
πn(2(1 ´ ρ) ´ πn)ρ

2

(1 ´ ρ)4λ2
(116)

接受服务的时间 τs 服从参数为 nµ 的指数分布，因此

E[τs] =
1

µ
, D[τs] =

1

µ2
(117)

对于逗留时间

E[W ] = E[Wq] + E[τs] =
1

λ

(
ρπn

λ(1 ´ ρ)2
+

λ

µ

)
=

L

λ
(118)

5.2 Little 公式

设 Na(t) 为 (0, t] 时间内到达的顾客数量，则这段时间系统的进入率为 λt =
E[Na(t)]

t
。
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